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Abstract 



< 

(— I 

. Let X be a smooth compact projective variety over C. 

Let EPfaÇX),®) 1,1 be the intersection oîH 1 ' 1 (X,M) with the im- 
age of the map H 2 (-ki(X), M.) — > H 2 (X) induced by the classifying 
map X — > Btvi(X). Let NS(X) be the Néron-Severi group of X. 
Let [uj] G H 2 (tt 1 (X),M) 1 ' 1 + NS(X)0R. In this note, we prove that 
' [uj] is the cohomology class of a Kàhler metric if and only if for every 

d-dimensional reduced closed algebraic subvariety Z C X, [u>] d .Z > 0. 

O 

Un résultat classique de Harvey et Lawson |T(J affirme que, si (M, u M ) est 
une variété Kàhlerienne connexe avec dim(M) = d, une classe a G H 1,1 (M) 
est une classe de Kàhler ssi a.cufj 1 > et pour tout (d — l,d — l)-courant 
^ ■ positif dd c -ïermé T a.T > 0. 

Les cycles utilisés pour tester l'amplitude sont juste <i<i c -fermés, ce qui 
contraste avec le classique théorème de Nakai-Moishezon et son extension 
j> ! aux diviseurs réels 0. Le résultat de est le suivant: Soit X une variété 

compacte projective sur C. Soit NS(X) le groupe de Néron-Severi de X. 
toute classe [u] G NS(X) <g> R vérifiant [u] d .Z > pour tout sous espace 
analytique Z réduit de dimension d de X est une classe de Kàhler. 

Le contraste entre ces deux résultats est frappant et laisse ouverte la possi- 
bilité de théorèmes de type Nakai-Moishezon pour des classes de cohomologie 
réelles arbitraires. La question qui motive cette recherche est la suivante. Est- 
il vrai que toute classe [uj] de type (1, 1) sur une variété projective algébrique 
X vérifiant [ujf.Z > pour tout sous espace analytique Z de dimension d de 
X est une classe de Kàhler? 

Un résultat récent de A. Lamari -et indépendamment N. Buchdahl-, an- 
noncé dans |TJJ et basé sur une exploitation astucieuse de [O, l'affirme quand 



X est une surface. 

Soit X une variété projective algébrique complexe. On note H 2 (tti(X), M.) 1 ' 1 
l'intersection de if 1 ' 1 (X, M) avec l'image de l'application H 2 {tïi{X), E) -> 
H 2 (X, M) induite par l'application classifiante X — > Bni(X). 
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Définissons JÏ^tt^X), R) 1 - 1 + NS(X) ® R comme le R-vectoriel formé 
des classes de type (1, 1) c<j sur X telles qu'il existe une famille projective 
lisse sur un polydisque S — » A avec H = X, une famille continue (u^eA 
de classes de type (1,1) avec ùu = ou et une suite t n avec t n — > telles que 

^eiV^J^R + iï^Tn^J,^ 1 ' 1 . 

Théorème 1 Soit X une variété complexe projective lisse compacte. 

Soit \uj] G iï 2 (7ri(X), R) 1 - 1 + NS(X) <g> R. [a;] est la classe de cohomologie 
d'une métrique de Kahler ssi pour chaque sous espace algébrique d-dimensionnel 
réduit Z C X, [u] d .Z > 0. 

Les techniques standard de recollement et régularisation de courants rap- 
pelées dans la section 1.3 réduisent, par récurrence sur la dimension de X, la 
question à montrer que la classe [u] est big et vérifie le lemme de Kodaira, 
c'est à dire peut être représentée par un courant strictement positif fermé à 
singularités logarithmiques. 

L'hypothèse [lu] G H 2 (iri(X),R) 1 ' 1 + NS(X) ® R signifie que la classe 
[ou] est limite de la première classe de Chern d'une suite de fibrés linéaires 
holomorphes définis sur le revêtement universel de X et sur lesquels agit 
une extension idoine de iti(X) par S 1 . Que [u] est big s'obtient de façon très 
classique en utilisant une adaptation développée dans || du théorème d'indice 
L 2 d'Atiyah [ï] qui donne des techniques cohomologiques d'étude des groupes 
de sections L 2 de tels fibrés. 

Un exemple dû à R. Livne [HJ, montre qu'il existe une surface projective 
S uniformisée par l'espace hyperbolique complexe (i.e.: cf(S) = 3c 2 (5')) avec 
NS(S) ® R = NS(S) ® R ^ H 1 ' 1 (S) (la première égalité vient du fait que S 
est rigide.). Pourtant notre caractérisation du cône Kàhlerien s'applique à S 
puisque c'est un K(ir, 1), ce qui implique que H 1 ' 1 (S, R) = H 2 (7Ti(S), R) 1 ' 1 . 

Je remercie M. Paun pour d'utiles discussions concernant les techniques 
de régularisation et recollement de courants. 



1 Courants quasipositifs et métriques singulières 
pour les espace complexes réduits 

1.1 Courants sur un espace complexe réduit 

Soit (S, Os) un espace complexe réduit. Narasimhan définit le faisceau 
VSH fl C° des fonctions plurisousharmoniques continues de (S, Os), comme 
suit: une fonction continue est plurisousharmonique s'il existe un recouvre- 
ment de S par des ouverts de cartes (Ui)i munis de plongements Ui C C Ni 
tels que est la restriction à Ui d'un fonction plurisousharmonique con- 
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tinue sur un voisinage de U{ dans C \ Que cette définition est consistante 
est démontré dans [ï(| . 

De la même façon, on définit le faisceau des fonctions lisses réelles, le 
faisceau 7Yr des fonctions pluriharmoniques réelles, le faisceau VSH des fonc- 
tions plurisousharmoniques (on demande que soit semi continue supérieurement 
et que pour toute composante irréductible locale T 0t ^ — oc), le faisceau 
des fonctions psh lisses VSH H C°° , le faisceau QVSH = VSH + des 
fonctions quasi psh . 



ïq] définit aussi le faisceau SVSH des fonctions strictement plurisoushar- 



moniques comme étant le faisceau des fonctions telles pour toute fonction 
continue / il existe e > tel que (fi + ef soit psh. Les fonctions strictement psh 
lisses sont localement les restrictions par un plongement de fonctions lisses 
dont la forme de Levi est supérieure à une forme de Kàhler. 



Soit F un faisceau en R-vectoriels et G un sous faisceau en IR-vectoriels 
Soit KcFun sous faisceau d'ensembles, G-invariant. On note K/G l'image 
faisceautique de K dans F/ G. 

Une métrique Kàhlérienne sur (S, Os) est une section globale de SVSTi n 
Cjjf /TCm.- Un courant lisse est une section globale de /Wr. Un courant big 
est une section globale de SVSH/Hr. Un courant psef est une section globale 
de VSH/Hr. Un courant quasi-positif est une section globale de QVSH/Hr. 

Soient T un courant quasi-positif et 7 un courant lisse. Par définition, 
T > 7 ssi T — 7 est psef. 

Par analogie avec les notations habituelles, on notera par dd c l'application 
naturelle -> C^/H R . 



1.2 Métriques singulières 

On a des applications H°(S, — * H 1 ^, Hw) surjectives quand $ = 
C°°, QVSH, d'images le cône Kàhler quand $ = SVSH H C°°, le cône big 
quand $ = SVSH. 

Soit L un fibré holomorphe en droites. Os{L) est un faisceau inversible. 
Une métrique hermitienne singulière sur L est une application h de l'espace 
total L dans [0, 00 [ qui sur chaque fibre est une métrique hermitienne pos- 
siblement nulle s'écrivant localement h = avec <fi quasi psh. Soit h une 
métrique singulière sur L. La collection des potentiels locaux de h définit 
un courant quasi positif qu'on est en droit d'appeler C\(L,h). La classe de 
C±(L, h) dans H 1 (S, Hr) ne dépend que de L. 

Si S est compact H 1 (S, Hm) est un M- vectoriel de dimension finie. 
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1.3 Lemme de recollement 

Soit (S, Os) un espace complexe réduit compact et uj$ une forme de Kàhler 
sur S Q. 



Le lemme de régularisation de Richberg 19 1 et le lemme de recollement 



de Paun sont tous les deux valides pour les espaces complexes réduits, 



par la preuve originelle: 

Lemme 1 Soit T un courant quasipositif sur S, section globale de QVSTC D 
C°/Hr et 7 un courant lisse avec T > 7. 

Pour tout e > 0, il existe un représentant lisse T e de [T] avec T e > 7 — eus- 



Lemme 2 Soit Z C S un sous espace complexe compact. Soient a, 7 deux 
courants lisses sur S. 

Soit 0i une fonction quasi psh sur S lisse hors de Z et 2 une fonction 
lisse dans un ouvert U contenant Z . On suppose a + dd c <f)i > 7 sur S et 
a\u + dd c (f) 2 > 7|[/- 

Alors pour tout e > 0, il existe <ft e G C°°(S) tel que a + dd c <p e > 7 — eus- 

Le lemme suivant est une conséquence directe de la preuve de , Theorem 



4, p. 285 (voir aussi JH]], lemme 1). 



Lemme 3 Soit Z d S un sous espace complexe compact. Soient a, 7 
deux courants lisses sur S. On suppose que [cv\z] G ^{Z.Ti^ possède un 
représentant lisse a>z tel que a>z > j\z- Alors, pour tout e > 0, il existe un 
voisinage ouvert U de Z dans S et (pu G C°°(U) tel que a\u + dd c (pu,e > 
l\u - ev s \u- 



Preuve Puisque M et |Ï7| ne formulent pas les choses de cette façon, reco- 
pions l'argument. 

On peut supposer que a\z = ctz- 

Considérons une chaine de sous espaces analytiques compacts de S = 
Z_i C Z C Z\ C . . . C Zn = Z avec Sing(Zi) C Z^i. 

Supposons, par récurrence, construits fa une fonction lisse sur S et Vi 
voisinage de Zi tels que: 

{a + dd c fa)\ Vi > (7 - -^s)k 
(a + dd c fa)\ z > (7 - tj-J^s^z 



1 On peut formuler une variante sans supposer que S est un espace Kàhlérien. 
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Soient U un ouvert de S ne recontrant pas Z i+ i et (Va, U\) une famille 
finie de cardinal A d'ouverts de S telle que Va d U\, 33 = (Va)a UViUU est 
un recouvrement ouvert de S et il existe des plongements i\ : U\ — » C * avec 

fW A = ^({si = 0, . . . , zjv A -d = 0}) 

Soit /a une fonction lisse sur S à valeurs dans C Nx ~ d coincidant avec (ix z k)k=i A 
sur Va- Soit ((9\)\,9 i ,9' i ) une partition de l'unité lisse subordonnée à 23. 
Pour 1 rj > 0, déterminé durant la preuve, on pose: 

i+1 = ^ + ^^ 3 log(l+^ 4 i/Ai 2 ) 
A 

dd c (6\ log(l + ?7 |/a| 2 )) est somme de quatre termes. Le premier terme 
dd c (6 x ) log(l + tT 4 |/a| 2 ) est borné par M.tu s , le second d0\ A 2(d c / A , /a)/(1 + 
ÏÏ ^I/aI 2 ) est borné par Mï]" 2 ujs (M est une constante positive assez grande.). 
Le troisième terme est similaire au second. 

Le quatrième terme #A<^ c log(l + î7 _4 |/a| 2 ) est positif. 

Quitte à diminuer r/, sur W{ = {0i > 1/3}, on a bien a + dd c 4> i+ i > 
7 _ t /2 k -^u s et {a + dd c <p i+1 ) z > (7 - t/2 k ~ l ^u: s ) z . 

Par ailleurs si s G Z i+1 fl {9^ < 1/2} on peut choisir À tel que 9\ > 1/3A 
près de s. Par hypothèse on a, près de s, pour C une constante positive: 

a + dd c (j)i - 7 > --^-^s - C(idfA A d/ A ) 

Quitte à diminuer encore 77 on peut supposer que, dans l'ouvert V s con- 
tenant s : 

i^Af log(l + = > A rfÂ) 

On peut choisir si, . . . , s a/ tel que (V^)j est un recouvrement ouvert de 
Zi+i n {6i < 1/2} et par suite 77 tel que sur V i+1 = {6-, > 1/3} U V Sl U . . . U K M : 

(a + dd c <p i+1 ) Vi+1 > (7 - uj s )\v t+1 

Ceci conclut la preuve du lemme [j| 

Le lemme suivant est d'une utilité évidente dans les questions de type 
Nakai- Moishezon : 

Lemme 4 Soit (S, Os) un espace complexe compact Kàhlerien. Soit [lu] G 
H 1 (S, TCm)- On suppose que [u\ est représentée par un courant big qui est 
lisse en dehors d'un ensemble analytique propre E et que [oj\e] G H X {E,1-L^) 
est dans le cone Kàhler de E. Alors [u] est dans le cône Kàhler de S. 
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Preuve Conséquence immédiate des lemmes |2| et ^ . 

Parmi les techniques de régularisation et de recollement de courants quasi 
positifs développées par Demailly P|,|P|,HÏ7|, seul le difficile théorème de 



régularisation M et ses conséquences ne s'étendent pas immédiatement au 
cas d'une base singulière. Il est néanmoins naturel de conjecturer une version 
singulière de M. 



2 Cohomologie / 2 des faisceaux périodiques 

2.1 Faisceaux analytiques cohérents périodiques sur un 
revêtement galoisien infini d'une variété algébrique 

Soit E la donnée d'un groupe discret T opérant proprement discontinue- 
raient par biholomorphismes sur un espace complexe analytique (S, Os)- S rerf 
désignera l'espace complexe réduit associé sur lequel T agit par biholomor- 
phismes. Soit {1}— ►S 1 — >G— >r— une extension centrale de T par 
S 1 . 

Un faisceau analytique cohérent G -périodique (en abrégé G-fac) sur le G- 
espace (S, Os) est un faisceau analytique cohérent sur (S, Os) muni d'un 
relèvement de l'action naturelle de G. Un morphisme de G-fac est un mor- 
phisme de faisceaux Os-linéaire commutant à G. 

Soit x un caractère continu de S 1 . Un G, x-jac est un G-fac F tel que, 
pour tout point s de S, l'action de S 1 sur l'espace F s des germes en s de 
sections de F soit donnée par la caractère \- La sous catégorie pleine de la 
catégorie des G-fac dont les objets sont les G, x-fac est une catégorie abélienne 
Cg, x {T). 



Soit X une variété kâhlerienne et tt : X — > X son revêtement universel. Soit 
[w] G H 2 {jïi{X) ) M) 1 ' 1 et uj une forme lisse fermée de bidegré 1, 1 représentant 
cette classe de cohomologie. Il existe alors une extension centrale {1} — > 
S 1 — ► G — ► 7Ti(X) — > {1} du groupe fondamental de X par S 1 , un fibré 
linéaire holomorphe (L, 3, h) sur X et un relèvement à (L, 8, h) de l'action de 
G sur X induite par l'action naturelle de 7Ti(X) tels que la première forme 
de Chern-Weil de (L,d,h) soit uj 0, . S 1 agit par le caractère \- Le 
faisceau des sections £ = Ox(L) est un G, x-f &c sur X- Le foncteur 7r*. ® C m 
donne une équivalence de catégories de la catégorie de faisceaux analytiques 
cohérents sur X vers CG, x m (X) . 



Philippe Eyssidieux 7 



2.2 Foncteurs cohomologiques 

On suppose S/T compact. Pour tout p G [l,oo], il est possible de définir 
l'espace if°(S,jF) des sections L p d'un objet T de C<3 >x (£), [0]. 

Il est également possible de prolonger cette définition en construisant des 
groupes de cohomologie L p HgÇE, T\ nuls si q G" {0, . . . , dimS'}. 

Ces groupes de cohomologie s'organisent en un 5-foncteur cohomologique 
(voir |y] III. 1, p. 205), ce qui signifie qu'à toute suite exacte courte de Ccr )X (£) 
correspond une suite exacte longue de cohomologie L p . 



2.3 Théorie d'indice L2 d'Atiyah 

HQÇEjJ 7 ) est un G-module topologique, non nécessairement Hausdorff si 
q 7^ 0. Quand p = 2, on peut de plus estimer la taille de ces groupes de coho- 
mologie. En effet, le plus grand quotient Hausdorff de if|(S,jF), ff|(S,jF), 
est un objet d'une sous catégorie additive très particulière de la catégorie des 
représentations hilbertiennes de G, sur laquelle existe une fonction dimension 
dimc vérifiant les propriétés usuelles de la fonction dimension en algèbre 
linéaire classique au détail près qu'elle est à valeurs réelles. f\ 

Soit / : S' —>■ S un morphisme propre T-équivariant et T G 0\)Cq{T!\ 
On dispose d'une suitre spectrale de Leray-Serre qui donne lieu à la relation 
de dévissage: 

dim G tff (£', T) = ^T(-l) p+9 dim G tf 2 p (£, W f^) 

g p,g 

Cette relation donne lieu à une procédure de calcul de l'invariant X2(S, JF) = 
Ylt^xi dim G JF) par récurrence sur la dimension d du support de T G 
ObC Q (E). 



Un dévissage simple ramène au cas où S est réduit. Par [[12] et fiq| , il 
existe une désingularisation équivariante p, : £' — > E telle que V = p*J- '/T 
soit localement libre où T est le sous faisceau de torsion maximal de pTT. 

Il suit qu'il existe deux familles finies ((S ,Vq), . . . , (S d , Vf)) où Sf 
est une T- variété propre cocompacte avec dimSf — i et V i un faisceau G- 
équivariant localement libre sur Sf telles que : 

d-l 

X2 (s, ?) = X2 (s+, v+) + y, x 2 (s+, vt) - Xa (sr, vr) 

Dans le cas où le faisceau équivariant V est localement libre, si x es t le 
caractère trivial, le résultat de [Q] permet de calculer x 2 (S,V). Même si x 



2 La découverte de cette fonction dinig est due à Murray et Von Neumann. 
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n'est pas le caractère trivial, un argument alternatif invoquant le théorème 
d'indice local de Getzler implique (voir || pp. 194-195): 



Pour tout ceci, voir ]S| (La théorie d'indice L2 d'Atiyah |I| ne suffit pas. 
L'adaptation de |E] dans est insuffisante puisqu'elle se limite au cas où S 
est projective lisse.). 

Il est observé dans |7[] que les preuves analytiques des théorèmes d'annulation 
usuels de la géométrie algébrique complexe (Kodaira-Akizuki-Nakano, Grauert- 
Riemenschneider, Kawamata-Viehweg, ...) fonctionnent dans le cas de la co- 
homologie L2. 

3 Amplitude d'un faisceau inversible projec- 
tivement périodique 

Soit Lc, x {S) la sous catégorie pleine de Cg iX (£) formée des objets dont 
le faisceau analytique cohérent sous jacent est inversible. On note £<?(£) = 
U x ex(5i)^G, x > Cg(S) = U xe x(si)L G ,x--- 

Définition 5 Soit (S, Os) un espace complexe réduit. £ est dit G-nef si et 
seulement si la classe de cohomologie de C dans H 1 (S, TCr) est dans l'adhérence 
du cône Kàhler. 

En général C est dit G-nef sur a ssi C re d est G-nef sur T> re d . 

Définition 6 On suppose x £ {0, ±Jd}. C G 06(Lg(E)) est dit G-ample si 
et seulement si et pour tout pour tous T G 06(Cg(£)), M G Nq(E) et q > 
il existe N T G Z tel que ân>Nyr on ait H$(S, T ® M ® C® n ) = 

Lemme 7 £ G 0&(Lg(£)) est G -ample ssi C re d G Ob(La(E red ) est G-ample. 

Lemme 8 Si C est un faisceau inversible G-ample, il existe une métrique 
hermitienne lisse G-invariante sur C dont la forme de courbure est une forme 
kahlerienne. 

Lemme 9 Si C est G-ample, C est G-nef. 

Lemme 10 Soit £ est un revêtement galoisien infini d'un espace complexe 
projectif (S, Os)- On suppose que Ob(L Gid ) ^ 0. Soit L un fibré linéaire 
ample (resp. nef) sur F. Alors, ir*Os{L) est G-ample (resp.G-nef). 
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Preuve Nous pouvons supposer, par récurrence sur d = dimc £, que, pour 
tout G, x-fac T dont le support est de dimension < d, il existe tel que, 
si n > tijt et g > 1, H%(E, T ® N ® n*0(nL)) = , pour tout G, x-faisceau 
inversible G-nef M . 

Soit tuf R le faisceau canonique de Grauert-Riemenschneider de S. Soit W 
un G, x-f ac de support £ de rang r. Soit iï un diviseur de Cartier ample sur 
S et C G ObL G x tels qu'il existe {u) ( § R (—H))® r ®£'^>Vun morphisme qui 
est génériquement un isomorphisme. Cette flèche donne lieu à deux suites 
exactes, 

-> K -> (cuf R (-#))® r <g> £' -> J -> 
C et /C ont des supports de dimension < d. 

On invoque le théorème d'annulation de Grauert-Riemenschneider pour 
déduire que, pour n > n H et q > 1, H^(T l ,7r*io^ R (-H)®J\f®Tc*O s (nL)) = 0. 

La suite exacte longue de cohomologie et l'hypothèse de récurrence pour 
K, transfèrent l'annulation asymptotique à J . Le même argument donne que, 
pour n > n w et q > 1, if|(S,W ® A/" ® 7r*0 5 (nL)) = 0. Ceci conclut la 
preuve. 

4 Preuve du Théorème J 

4.1 Cas où [a;] G H 2 (in(X), R) 1 » 1 + iV5(X) (g) Q. 

On suppose que 7r : S — > S 1 est le revêtement universel d'un espace complexe 
projectif algébrique compact S de dimension d. 

Proposition 11 Soit C G Oo(Lg, x (S). Soit H une section hyperplane de S. 
On pose H — H x$ S. 

Supposons que Chx s t, est un objet G-ample de Lc, x (H). 

Pour tous T G Ob{C G {T)), M G Nq(H) et q > 1 il existe G Z te/ ç«e 
sz n > iV^ on azt # 2 9 (S, .F <g> A4 ® = 0. 

Preuve Fixons nio G Z. Soit s la section tautologique de Os{H). On a la 
suite exacte dans Gg iX (£): 

JF^ = où $ est un objet de Cq(H). Plus généralement on a la suite exacte 
courte obtenue en tensorisant par n*Os({jn + 1)H) <g> Af <S> £ n . Utilisant la 
suite exacte longue de cohomologie L 2 associée || et la définition || avec 
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M = M H <£> ir*0 H (mH), il existe iV> tel que si n > A^(m ,JF), m > et 
q > 2: 

# 2 9 (£, ^ ® (g) n*O s (mH) <8> £ n ) ~ # 2 9 (£, ^ ® À< ® 7r*0 5 ((m + 1)#) (g) £ n ) 
Faisant tendre m vers l'infini, en utilisant le lemme pi] , il suit que iï|(£, J-® 



M®C n ) = pour g > 2 et n > iV>. 

Utilisant le théorème de Riemann-Roch pour la cohomologie L 2 ||, suit 

le: 

Corollaire 12 Si, de plus C d .S > 0, pour tout T de C*g(E) qui n'est pas de 
torsion, il existe c > tel que: 

dim G #°(E, T ® C n ) = cn d + 0(n < *- 1 ) 

Ici, on peut conclure par le lemme § comme à la section suivante. Voici 
toutefois un argument alternatif. 

Le cas particulier T = ri*n*Os(—A), avec ri : S — » S désingularisation, 
Ê = 5 X5 S, A diviseur ample sur S, donne lieu à: 

Corollaire 13 Si n > 0, # 2 °(Ê,/i*£ n <g> 7T*O s (-A)) ^ 0. 

En particulier, fi*£ possède une métrique périodique de courbure supérieure 
à une classe Kahlerienne au sens des courants. 



Corollaire 14 On suppose de plus que pour tout sous espace propre Z de S, 
£zx s ?< es t G-nef. Alors fi*C est G-nef. En particulier, pour tout N > il 
existe un faisceau d'idéaux de Nadel In et sur S tel que, quelque soit A4 
G-nef, n > et q > 1 

#£(£, K t ® /j*(£ n (-NH) ®M)® tt*I n ) = 



Preuve Le premier point est conséquence de Théorème l.C.3. Le 
deuxième point résulte de la version L 2 du théorème d'annulation de Kawamata- 
Viehweg (voir l'exploitation que fait de Q]). 



Proposition 15 Soit C G Ob(Lc(T>)) , tel que, pour tout sous espace analy- 
tique de S, C dimZ .Z > 0. Alors C est G-ample. 
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Preuve Par récurrence sur d = dimE, on peut supposer que pour tout 
sous espace propre Z de S, Czx s y, est G-ample. Alors pour tout G, x-fac 
de torsion T, il existe rix tel que si n > n T et q > 1 et M. est G-nef, 
#f(E,T<g) M ®£ n ) = 0. 

Le conoyau de [i*(K£ ® n*I N ) — > /i^-fTg est un faisceau de torsion. Donc, 
pour tout iV > 0, il existe njy tel que, si n > n N , q > 1, et M. G-nef: 

#f (E, n*(n*K E <g> 0(-NH)) ® C n ) = 

Soit un objet de Cg, x (E). On peut trouver une résolution de la forme: 

-> FT d -> iT d+1 -> . . . -> i?° -> .F -> 

Pour < % < d — 1, R 1 est somme directe d'un nombre fini de faisceaux de la 
forme n*(fi*K t ® ir*O s (-NH)) ® C m . 

Pour calculer la cohomologie L 2 de T ® .M <g> £ n , on peut utiliser la suite 
spectrale d'hypercohomologie associé à la résolution précédente. Cette suite 
spectrale aboutit à if*(E, T ® M. ® C n ) et son terme E 2 vérifie: 

E\ ' q = # 2 P (E, R q ® M ® C n ) 

Or le point précédent assure que, si n ^> 0, E™ = si p ^ —d et q ^ 
ou si p = — d et q £ [0, d]. En particulier E%' q = si p + q > 1 et, pour n 3> 
et fc > 1, il suit que # fc (E, .F <g> Al ® C n ) = 0. £ est donc G-ample. 

4.2 Cas où [eu] e # 2 (7TiP0> R) 1 - 1 + NS(X) (g) R. 

On suppose que 7r : S — > 5 est le revêtement universel d'un espace complexe 
réduit projectif algébrique compact S de dimension d. Soit [ou] G H 1 (S, Hm) 
telle que: 

• [uj] dimZ .Z > pour Z un sous espace algébrique de S. 

• Il existe une suite d'objets de Lg(E) et une suite d'entiers 
positifs (n k )k tels que lrnife-^ci^fc, h k )\/n k = [ou]. 

Lemme 16 Soit u s une forme de Kâhler sur S. 

Il existe une suite de réels positifs tendant vers zéro (ô k )keN e t un représentant 
lisse A k de [eu] — [ci(C k )] avec —ô k ujs < A fe < 5 k cus- 

Proposition 17 [u>] est une classe de Kàhler. 
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Preuve Par récurrence sur d = dirnS 1 , [w]\z peut être supposée de Kâhler 
pour tout sous espace propre de S. 

Fixons H C S une section hyperplane. On peut trouver k tel que, si 
k>k C k \ H est G-ample et Cf mS > . 

On fixe Os(A) un diviseur ample sur S muni d'une métrique lisse dont la 
courbure est la forme de Kâhler us- 

Par le corollaire |Ï3|, il existe e G Q + tel que pour k > k on peut trou- 
ver une métrique singulière à singularités logarithmiques hk sur Ck telle que 
Q(n*Lk, hk)/rik > eus au sens des courants. 

Combinant ceci avec le lemme [T?], on trouve un représentant big à singu- 
larités algébriques de [u]. Invoquer le lemme £| termine la preuve. 



4.3 Fin de la preuve du Théorème [j] 

On reprend les notations de l'introduction. Soit £ : S — > A une déformation 
de X. 

Soit Os(A) un faisceau inversible £-ample et h une métrique hermitienne 
lisse sur 0~(A) telle que Ci(Oz(A),h) est lisse et strictement positive sur 
chaque fibre E t pour te A assez petit. 

Soit (u>t)teA une famille continue de (1, l)-formes fermées sur E t avec 
[u>s ] = [co] et (t n ) n une suite convergeant vers telle que: 

On suppose que pour tout sous espace analytique fermé Z C X uj d .Z > 0. 

Soit T — ► A une section hyperplane lisse de S — > A. 

Par récurrence sur dim c X, [uj]t est une classe de Kâhler sur T Q . En 
particulier, il existe e G Q>o tel que ([u] — eci(Ox(A)))\y est une classe de 
Kâhler. 

La stricte positivité étant une condition ouverte, il suit qu'existe une 
fonction (f> sur H, de classe C°°, telle que pour t G A assez petit uj t — 
eCi(Os t {A), h) + dd c (j)St es ^ une classe de Kâhler sur T t . 

Quitte à prendre e plus petit, le corollaire |T3| implique que [u tn ]—eci(Os tn (A)) 
est représentée par un courant positif fermé défini sur E tn . 

Par une variante aisée du théorème de compacité de Bishop, on peut passer 
à la limite pour obtenir que u — ec\(Ox{A)) est représentée par un courant 
positif fermé. 

Le théorème de régularisation de Demailly || implique que lu est représentée 
par un courant positif fermé > ^ci(Ox(A),hx) lisse hors d'un ensemble an- 
alytique propre. Invoquer le lemme |4] termine la preuve. 
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